Université Aboubekr Belkaid-TLEMCEN A.U. 2017/2018
Deuxieme année G.C., G.M. Math3

Examen final.

Exercice 1: (6 Pts)

I. Soit D le triangle de sommets A(0,0), B(1,0) et C(1,1).
1) Tracer le domaine D.
2) Calculer l'intégrale double suivante

= //D (a? +dl$§?yy? +1)°

II. En utilisant les coordonnées cylindriques, calculer I'intégrale triple suivante

/// (2% +y* + 2)dzdydz,
A

avec A est le cylindre défini par

A:{(m,y,z)ER3, w24+ <9, —5§Z§5}.

Exercice 2: (4 Pts)

Etudier la nature des séries numériques suivantes

1)Z(n+1)(n—2)7 2>Z<_1)n§_j'

n!
n>2 n>0

Exercice 3: (5 Pts)

Soit la série entiére suivante

“+oo

LEQTL
Z 3n 3"
n=1

1) Calculer le rayon de convergence R.
2) En déduire le domaine de convergence.
3) Calculer la somme de la série entiere.

Exercice 4: (5Pts)

Soit f une fonction 27— périodique définie par

24+ si —m<xz<0,
f(z) =

2—x si 0<z<m.

1) Tracer le graphe de la fonction f.
2) Calculer les coefficients de Fourier associés a f.
3) Ecrire le développement en série de Fourier de f.



Université Aboubekr Belkaid-TLEMCEN A.U. 2017/2018
Deuxieme année G.C., G.M. Math3

Examen final : Correction

Exercice 1 : (6 Pts)

Le domaine D est le triangle de sommets A(0,0), B(1,0) et C(1,1).
A

2 +

\

Le domaine élémentaire est donné par
D:{(x,y)€R2,0§x§1, Ogygx}.

Le calcul de I'intégrale double se fait comme suit :

I = //D (x2+ci§?52+1):/01 Uo (r2+1c>il(/y2+1)}dx
L |

! arctan(z)

_ /0 m [arctan(x) — arctan(0)] dx :/0 md%

Ce qui implique que

I [arctanz(:c)]l 2
= |—5

II. Nous rappelons que A est le cylindre défini par
A= {(a;,y,z) eER® 22 +97 <9, —5<z2< 5}.

Alors, en utilisant les coordonnées cylindriques, c’est a dire,

x = rcos(d), 22 +y? =r?

y =rsin(f), =
z2=2z dxdydz = rdrdfdz,

nous avons
3

5 2w 3 5 7,.4 7,.2
/// (2° + y* + 2)dzdydz = / {/ [/ r(r? + z)dr} d@} dz = 27r/ {— + z—} dz = 4057.
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Exercice 2 : (4 Pts)

Pour la nature la série numérique suivante,

Z (n+1)(n—2)

?

n!
n>2
on applique le critere de D’Alembert et calculons
n 2)(n—1 !
m ot gy (0E2DO D & —0<1.
n—+oo Un n—+oo (n + 1)' (n + 1)(n — 2)

Ceci veut dire que cette série est convergente.
Quant a la série suivante (de termes qui changent de signe),

n>0

nous utilisons la notion de la convergence absolue et on a

D

n>0

n3

S_n.

n>0

La convergence de cette série découle directement par le critere de D’Alembert. En effet, on a

‘ Un+1

n

1) 3n 1
= lim —(n—l— )

lim X — =
n—o4oo 3Jntl n3

n—-+o0o

Donc, la série est convergente.

Exercice 3 : (5 Pts)

Soit la série entiere suivante

+oo 2n 2n

T T
U, = .
2 o =g

n=1

Pour obtenir le rayon de convergence, on calcule la limite suivante :

Un+1 (33)
Un()

. x?
lim = —.
n—-+o0o 3

o Si 2 < 3 (i.e. |z| < v/3) alors la série converge absolument.
e Siz? >3 (ie. |z| > /3 ) alors la série diverge.
Par conséquent,
R=+3.

Pour compléter le domaine de convergence, il reste & traiter les cas critiques pour |z| = v/3. Si

|z| = V/3 alors la série devient
1 *i 1
3 = n

Nous savons que la série ci-dessus est divergente. Donc, le domaine de convergence est
D =] —V3,V3].
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Quant a la somme de cette série, elle est donnée par, pour tout x € D,

+oo

ZW—‘ZC? 11“(1_%2)

Exercice 4 : (5 Pts)

Soit f une fonction 2w —périodique définie par

2+, si —7m<z<0,
f(z) = ,
2—x, si 0<z<m.

} T T 1
-10 -5 o 5 10
x
]

Depuis le dessin, nous constatons que la fonction est paire. Pour le calcul des coefficients de
Fourier, nous avons déja b, = 0, pour tout n € N* (En utilisons la parité de cette fonction). Nous

avons aussi )
_%/_ﬂf(x)d /f /(2—x)dx:4—7r,

et, pour tout n € N*,

1 [" 2 [
ay = — f(z) cos(nz) / f(z) cos(nz) do = —/ (2 — x) cos(nz) dx. (par parité)
—T 0

™ ™

D’un autre coté, on a

s 9 _ s 1 T 1
/0 (2 — ) cos(nz) de = { - ’ sin(nx)]o + E/o sin(nx) dr = = (-1 +1].
Alors, pour tout n € N*,
2
n=—[(=1)" +1].
R (T

Le développement en série de Fourier associé a f est donné par

S(z) = ! ; " Z % [(—=1)""" 4+ 1] cos(nz).



